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Gains et pertes sont fondamentalement différents pour la
minimisation du regret. Le cas sparse.
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Nous considérons le problème de décision séquentielle appelé minimisation de regret [6, 7, 3, 8].
Un joueur fait face à un environnement inconnu et changeant, et choisit une action à chaque
étape t = 1, 2, . . . , T . À la fin de chaque étape, la perte (ou le gain) qu’il subit dépend à la fois
de son action et de l’état de l’environnement (qui varie).
Plus précisément, le joueur dispose d’un ensemble de d actions pures, et choisit, à l’instant t, une
distribution de probabilités sur les actions pures, autrement dit un élément xt ∈ ∆d du simplexe.
Un vecteur de gain gt ∈ [0, 1]d (resp. de perte ℓt ∈ [0, 1]d) est ensuite révélé par l’environnement, et
le joueur obtient le gain (resp. la perte) ⟨gt|xt⟩ (resp. ⟨ℓt|xt⟩). Le joueur souhaite maximiser (resp.
minimiser) son gain (resp. sa perte) cumulé(e)

∑T
t=1 ⟨gt|xt⟩ (resp.

∑T
t=1 ⟨ℓt|xt⟩). Cependant, nous

ne souhaitons faire que très peu d’hypothèses sur l’environnement. En particulier, nous n’avons
pas d’a priori sur les vecteurs de gain, à la différence, par exemple, d’un cadre bayésien. Nous
considérons une notion relative de performance, appelée le regret :

RT = max
i

T∑
t=1

g
(i)
t −

T∑
t=1

⟨gt|xt⟩ .

Cette quantité compare les gains effectivement obtenus aux pertes que le joueur aurait pu obtenir
s’il avait joué la stratégie constante qui s’est trouvé être la meilleure. Le joueur souhaite minimiser
cette quantité. Le but est de déterminer la meilleure garantie que peut donner une stratégie quand
au regret, quelque soit la suite des vecteurs de gains choisis par l’environnement. Cette meilleure
garantie, appelée minimax regret, s’écrit :

min
strat.

max
(gt)t

RT ,

où le minimum est pris sur l’ensemble des stratégies du joueur et le maximum sur les suites de
vecteurs de gains possibles. Il est établi [5, 4] que cette quantité est de l’ordre de

√
T log d. Et

en l’état, le problème est le même que l’on considère des gains ou des pertes.
On ajoute à présent une hypothèse. On se donne 1 ≤ s ≤ d un entier et on suppose que les
vecteurs de gains (resp. de pertes) ont au plus s composantes non nulles, et on étudie à nouveau
le minimax regret. On démontre que les gains et les pertes ne sont alors plus équivalents : le

minimax regret est d’ordre
√
T log s et

√
Ts log dd pour les gains et les pertes respectivement.

On étudie également le cadre bandit où le joueur n’observe pas le vecteur de gains mais seulement
le paiement qu’il a effectivement obtenu. Sans hypothèse particulière, il est connu [2, 1] que le
minimax regret est de l’ordre de

√
Td. Lorsqu’on ajoute notre hypothèse, on établit que le

minimax pour les pertes est de l’ordre de
√
Ts à un facteur logarithmique près. Le minimax pour

les gains est inconnu et reste donc un problème ouvert.
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