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Une trajectoire d'avion se compose de plusieurs phases de vols contraintes

Décollage : : : ; Atterrissage

Montée Croisiére . Descente

Départ Arrivée

Les contraintes sont imposées par :
le contréle aérien,
I'enveloppe de vol,

les procédures de vol.
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On s'intéresse exclusivement a la phase de montée pour un avion de type moyen-courrier, ou les
procédures actuelles sont de la forme :

Début de croisiere

\ arc a MACH constant

~~

arc a CAS constante
10 000 pieds

Les contraintes a prendre en compte sur cette phase sont :
— vitesse maximale (CAS et MACH)
— pente minimale et maximale

— taux de montée (non consideré ici)
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Dynamique d'un avion :

h

Portance

h : altitude

d : distance longitudinal
V : vitesse air

m : masse

d

— = Vsin

3 (€0

dd

— = V cos

- ()

Trainée

dv 1

e € Tmax(h) — Ep(h)SVQCD(CL) —mgsin(7y)

dm

s —eCs(V) Tmax(h)

d 1

mv) = ~p(h)SV2C, —mg cos(v)
dt 2
| ——
Portance

7y : pente air C;, Cp : coefficients aérodynamiques
Cs : débit de carburant € : rapport de poussée
Tmax : poussée maximale S : surface alaire
p : masse volumique de 'air | g : constante gravitationnelle
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Modele atmosphérique :

Modele ISA (International Standard Atmosphere)

T=Ty—Bh

T\7r 2 p= R—Ffr, R : constante spécifique de I'air.
r-n(3)

To

Modele de performance avion

h
Tmax =Cr; (1 iy + Cr, h2> : poussée maximale
T2

Modgle BADA G =Gy (1 + CL) : débit carburant

2

Cp =Cp1 + Coz.CE : coefficient de trainée
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Ecriture sous forme d'un probléme de contrdle optimal :

- état : x = (h,d,v,m,7),

- contrdle : u= (g, Cp),

paramétres : w = (S,g, Cr.,Cr,, C1y, Cpy, Cpy, Csy, Gy, R, To, B, Po),
- fonctions auxiliaires : 8(x) = (01(x), 62(x), 03(x), 04(x)).

h est I'altitude

d est la distance longitudinale ;
€ est le rapport de poussée

V est la vitesse air .
C| est le coefficient de portance

7 est la pente air

m est la masse
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Dynamique

On obtient alors la dynamique suivante :

d
= o) = Hx) + uhi(x) + wah(x) + u3f(x)
W T
fo = <X3 sin(xs), x3 cos(xs ), —wef3(x) — wa sin(xs), 0, —— cos(xs))
X3
,
fi= (o,o, b1, el(x)ez(x),O)
Avec
0 T
fr= (o,o,o,o, 3(X)>
X3
f3 = (0,0, —w703(x),0,0)7

Dans cette présentation, on se limitera a I'étude de la contrainte de pente c1(x) = X5,min — x5 < 0.
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Ceci nous améne a résoudre le probléme de contréle optimal (OCP) écrit sous forme de Mayer et
défini par :

min tf
(tf,u)

SX(6) = Fx(2),u(), £ € [0t pp.

u(t) eU = {u = (u1,w) € R, u; € [ui mins Ui max], I = 1,2}
x(t) € X =R®

c(x(t)) €0, te]o, tf]

x(0) = x0, xr € Xr = {x(tr) € X, be(x(tr)) =0} C X

x1, — x1(tr)
X2, — Xo(t,

Avec bf(x) = f (tr) . et c(x) = X5,min — X5
x3; — x3(tr)

x5, — x5(tr)
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Hamiltonien : H(x(t),p(t)u(t).n(t))= (p(t), f(x(2), u(t))) + (n(t), c(x(2)))

Conditions Nécessaires :
Si le triplet (t},x*, u*) est optimal alors il existe p* € VB ([0, t¢], (R")*) et p° < 0, (p*, p°) # (0,0)
tel que p.p:

() = %(x*(t),p*(t), o (), 7" (2))

P (t) = *%(X*(t)m*(t), u™(t),n" (1))
HO(8), p7(8), u™ (£), 0" (£)) = max H(x™(2), p(t), u,n" (1))

On compléte ces équations avec les conditions
-de transversalité : p}(tr) = 0, H(x*(tr), p*(tr), u*(tr), n*(t)) = —p°
-de complémentarité : Vt € [0, tr], n*(t)c(x*(t)) =0 et n*(t) <O
-de jonctions : H[tT] = H[r~], p*(vT) = p*(77) — v-c'(x*(7)), v+ <0

Remarque

- T est soit un temps de contact soit un temps de jonction avec la contrainte, c(x(7)) = 0.

- On appelle extrémale le quadruplet (x(-), p(+), u(-),n(+)) qui satisfait les conditions nécessaires
excepté les conditions de transversalité.
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Pour H3(z) # 0, on définit Tp(z) := —Ha(z)/2H3(z) t.q. du, H(z, U2(2)) = 0 avec z := (x, p).

Considérons une extrémale sans contraintes actives (c(x) < 0)
— le contréle u = (u1, u2) est défini par
U1 = U1,max Si H1 > 0, ou u1 min si H1 < 0 (on suppose qu'il n'y a pas d'arc singulier),
flg(z), si L_lz(Z) S [U2,min’ U2,max]
si H3(z) < 0, ¢ U2 max, Si 02(2) = U2 max
B U2 min, Si 02(2) < U2 min
w2 = U2 max; si H2(Z) >0 '
si H3(Z) = 0, U2 min; si H2(Z) <0
up € [u2,min, U2,max], si H2(z) =0
-n()=0,
— On déduit alors x(-) et p(-) des conditions nécessaires par intégration.

Remarque

- H; = (p, f;) est le relevement Hamiltonien du champs f;



. Contexte
Etude géométrique

Résultats numériques

. . Extrémales contraintes
Conclusion et Travail Futur

Definition On définit I'ordre m de la contrainte ¢ comme le premier entier tel que

dc _ 8¢ _  _ 9cmTD ac
== =%5,— =0et #ORz
Considérons la contrainte active et d'ordre 1, i.e cg = & =0, 6—1 =0et 5L = (0, X3 3) #£0.

De ces informations, on déduit le quadruplet relatif a cette extrémale :
— le contrdle contraint u = (u1, u2) est donné par
Uy = U,max Si H1 >0, ou u1 min si H1 < 0 (on suppose qu’il n'y a pas d'arc singulier),
uz = G2 cos(x5,min),
- w2 e]U2 min, U2 max[ = p2=0, pp=0= {Ha (P2} = {H HZ} + 2“2{H H3} ngq + 2H3U2f

— le saut v est nul,

Comme précédemment, x(-) et p(-) sont déduits des conditions nécessaires par intégration.

Remarque
- {H,H;} = (p,[f, fi]) représente le crochet de Poisson, ot [f, f;] est le crochet de Lie entre f et

fi.

- ¢2(2) = B, H(2), H = (p, f)
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Difficultés rencontrées
— Probléme non contraint : stabilité numérique
— Probléme contraint : stabilité numérique, changement de structure

Approche
On utilise les méthodes directes de facon a initialiser la méthode de tir multiple

e méthodes directes :

- Bocop!
- grand rayon de convergence = initialisation du tir multiple plus précise
o méthodes indirectes :

- Hampath?
- grande précision

ntt)

1. http ://bocop.org s
2. http ://hampath.org '
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Méthodes Directes
On utilise le logiciel Bocop, il discrétise un probléme de contréle optimal en un probléme
d’optimisation non linéaire en dimension finie qui est résolu par le solveur IPOPT.

Données
U1, min = 0.3, U1, max =1, U2,min =0, U2,max = 1.6
xo = (3480,0, 145,72 000, 0.25) "
x¢ = (9144, 150 000, 191.0, libre, 0) "

Initialisation
Les variables d’états sont initialisées suivants leur comportement global connus

Intégrateurs implicite d'Euler (ordre 1) et de Gauss (ordre 4) de 500 & 1000 points de
discrétisation
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Méthodes Indirectes
Le principe du maximum permet d'écrire un probléme de contréle optimal en un probléme de tir
multiple résolu par le logiciel Hampath.

Tir multiple

c<O0 c=0 c<O0 c<O0 c<O0
(to, 20) —— (t1, 1) (t2, 22) (t3,23) (tr, zr)
zp = (Xo,po) C(Xl) =0 Z(tz, tl,Zl) =2z Z(t’g;7 t2,22) =2z3 bf(X(tfy tiflyzifl)) =0
2 ne(z1) =u2,c(x1) pa(ts, ti—1,2i—1) =0
2(t1, o, 20) =21 H(z(tf, ti—1,2i-1)) =1
Tir multiple de structure Tir multiple de stabilité
On cherche alors un zéro de S(X), avec X = (po, t1, t2, t3,...,tr,21,22,...,2j—1) a I'aide d’une

méthode de type Newton.

e Le tir multiple est initialisé grace aux données issues des méthodes directes
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Probléme non contraint :

Simulation

30001)
o 2o 300 %00 GO 0 T 20 sto a0 w0 &o0
2 02
230 020)
220 Ao 03]
0.40)
71600
0.03)
180
71200) o
oo
0 w0 st e g Tio so0 o 20 00 a0




Contexte
Etude géométrique

Résultats numériques
Conclusion et Travail Futur

Probléme non contraint :

Simulation
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Probléme contraint :
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Probléme contraint : Comparaison des résultats de Bocop et Hampath

Profil de commande :

o
104
0s
102
04
Zae g
03
058
02
036
054 01
0 100 200 300 300 ] 100 200 300 100

uy : rapport de poussée up : coefficient de portance

Temps de montée :
— tr = 696 s sous Bocop
— tf = 698 s sous Hampath
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Probléme contraint : Comparaison des résultats de Bocop et Hampath

01
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h : altitude pp : etat adjoint de h

71 : données brutes

m1 : données post-traitées
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Probléme contraint :
Trajectoire ressemblant a une montée de type CAS/MACH obtenue avec Bocop

-
A TS s T
.
—
.
.
— ]
/ B
om0 30 a0 S0 sbei, 700 o mo 3o a0 w0 w0 70 - T )
. .




Contexte
Etude géométrique

Résultats numériques
Conclusion et Travail Futur

Conclusion
— Détermination d'un type de trajectoire a temps minimal avec une contrainte de pente

— Relation entre les méthodes directes et indirectes de facon a initialiser du tir multiple

Travail Futur
— Intégration numérique des arcs comportant des contraintes de vitesses
— Etude de probléme de consommation minimale
— Etude des trajectoires de montée en changeant le type d'avion

— Comparaison des trajectoires optimales trouvées avec les procédures actuelles
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